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Abstract

Dans cet article, nous étudions un programme linéaire dans lequel les
valeurs des second membres des contraintes sont entachées d’incertitude et
d’indétermination. Cette incertitude est modélisée par un intervalle, c’est-
a-dire que le second membre de chaque contrainte peut prendre une valeur
quelconque dans un intervalle indépendamment des autres contraintes. Dans
la littérature, les programmes linéaires, dont les coefficients des variables
dans la fonction objectif sont incertains et approchés par un intervalle, ont
été largement étudiés. Il s’agit alors de déterminer une solution qui résiste
au mieux aux incertitudes, une telle solution étant qualifiée de robuste. Pour
cela, les critéres classiques du pire cas et du regret maximum sont appliqués
pour définir différentes versions robustes du programme linéaire de départ.
Des modeles de robustesse plus récents, généralisant le critere du pire cas
(d@r a Bertsimas et Sim), ont également été proposés. Le sujet de ce pa-
pier est d’établir des correspondances entre programmes linéaires avec sec-
ond membres incertains et programmes linéaires avec coefficients incertains
dans la fonction objectif en utilisant la dualité classique. Nous montrons
que le tranfert de I’incertitude des second membres des contraintes vers les
coefficients de la fonction objectif est possible en établissant des nouvelles
relations de dualité entre différentes versions robustes. Lorsque les second
membres des contraintes sont approchés par des intervalles, nous proposons



également une extension du modele de Bertsimas et Sim et montrons que le
critere du regret maximum est équivalent au critere du pire cas.

Mots Clefs: programmation linéaire, second membre incertain, robustesse,
critere du pire cas, critere du regret maximum.

Abstract

In this article, we consider a linear program in which the right hand
sides of the constraints are uncertain and inaccurate. This uncertainty is rep-
resented by intervals, that is to say that each right hand side can take any
value in its interval regardless of other constraints. In the literature, linear
programs with uncertain objective function coefficients have been widely
studied. The problem is then to determine a robust solution which is satis-
factory for all possible coefficient values. Classical criteria like the worst
case and the maximum regret are applied to define different robust versions
of the initial linear program. More recently, Bertsimas and Sim have pro-
posed a new model which generalizes the worst case criterion. The subject
of this paper is to establish the relationships between linear programs with
uncertain right hand sides and linear programs with uncertain objective func-
tion coefficients using the classical duality theory. We show that the transfer
of the uncertainty from the right hand sides to the objective function coef-
ficients is possible by establishing new dual relationships. When the right
hand sides are approximated by intervals, we also propose an extension of
the Bertsimas and Sim’s model and we show that the maximum regret crite-
rion is equivalent to the worst case criterion.

Keywords: linear programming, interval right hand side, robustness analysis,
worst case criteria, maximum regret criteria.

1 Introduction et motivations

Dans un programme mathématique modélisant un probleme de décision
réel, un certain nombre de parametres est souvent entaché d’incertitude et
d’indétermination. Cette incertitude peut étre de nature différente (erreurs de
calcul, phénomenes aléatoires, avenir incertain...) et se représente par différents
modeles : scénarios, loi de probabilités, intervalles, nombres flous... La diffi-
culté provient alors du fait qu’il n’existe, le plus souvent, pas de solution qui
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soit optimale pour tous les jeux de parametres a considérer. Lorsque le modele
d’incertitude est un modele probabiliste, la solution recherchée est en général une
solution qui optimise un critere du type espérance mathématique. En I’absence
de lois de probabilité, 1’objectif est alors de déterminer une solution qui soit rela-
tivement bonne quel que soit le jeux de parametres qui puisse se réaliser, une telle
solution étant qualifiée de robuste. Dans ce cadre, un certain nombre de travaux
s’attache a définir ce concept de solution robuste et a introduire des criteres de
robustesse, par exemple [2, 4, 7, 11, 12, 13].

Dans cet article, nous nous intéressons a deux critéres communément util-
isés en optimisation robuste : le critere du pire cas et celui du regret maximum.
Nous considérons que le probleme de décision est modélisé sous la forme d’un
programme linéaire de la forme :

min cx
(P) st Az >b
x>0

comportant n variables x; et m contraintes. Dans ce modele, I'incertitude peut
porter sur tout ou partie des parametres exogenes : les coefficients de la fonc-
tion objectif ¢, les coefficients de la matrice des contraintes A et/ou les second
membres b. Nous supposerons que le modele d’incertitude est un modele par in-
tervalle, c’est-a-dire qu’un coefficient incertain « est représenté par un intervalle
de valeur [@ — &, @ + @] centré sur @, considérée comme une valeur nominale.
Un scénario est la spécification d’une unique valeur de I’intervalle pour chaque
coefficient incertain, indépendamment les uns des autres.

Dans ce cadre, un grand nombre de résultats ont déja été obtenus lorsque
I’incertitude porte sur chacun des coefficients de la fonction objectif [1, 6, 8, 9].
La recherche d’une solution robuste selon le critere du pire cas reste alors un
programme linéaire facile a résoudre. Par contre, Averback et Lebedev montrent
dans [1] que la recherche d’une solution robuste selon le critere du regret
maximum est NP-difficile. Un certain nombre de méthodes exactes et approchées
avaient déja été proposées dans [6, 8, 9] pour résoudre la version robuste d’un
programme linéaire au sens du regret maximum.

Le cas d’incertitude sur les coefficients de la matrice des contraintes a également
donné lieu a quelques travaux dont [5, 12]. Il s’agit le plus souvent de déterminer
une solution réalisable dans tous les scénarios possibles, analyse analogue a celle
du pire cas. Plus récemment, Bertsimas et Sim, jugeant le critere du pire cas
trop conservateur, ont proposé un nouveau modele de robustesse permettant de
le nuancer [3, 4] tout en conservant la polynomialité de la version robuste. Le



cas d’incertitude sur les second membres des contraintes uniquement a été tres
peu étudié spécifiquement. Minoux, dans [10], s’intéresse a ce cas et justifie
son analyse spécifique en remettant en cause I’existence de relations de dualité
classique dans I’analyse des programmes linéaires robustes.

Notre objectif, dans cet article, est de considérer le cas d’incertitude sur
les second membres des contraintes uniquement, d’appliquer successivement le
critere du pire cas et le modele de Berstimas et Sim (vu comme une généralisa-
tion du critere du pire cas) et de s’attacher, par le biais de la dualité, a transférer
I’incertitude sur les coefficients de la fonction objectif afin de bénéficier des nom-
breux résultats déja obtenus dans ce contexte. Nous analysons donc différentes
versions robustes du programme linéaire initial et, pour chaque version, nous étu-
dions précisément le programme dual. Nous constatons alors, comme Minoux
dans [10], que le programme dual de la version robuste du PL initial ne correspond
pas a la version robuste du PL dual dans lequel I’incertitude porte sur les coeffi-
cients de la fonction objectif. Cependant, nous montrons que, dans le programme
dual de la version robuste, le critere de robustesse a également (et logiquement)
été dualisé. En conséquence, si on prend le soin de dualiser le critere de ro-
bustesse, pire cas (généralisé) versus meilleur cas (généralisé€), la théorie de la
dualité s’applique et permet le transfert de I’incertitude des second membres vers
les coefficents de la fonction objectif. Considérant le modele de Bertsimas et Sim,
ces nouvelles relations de dualité nous amenent a proposer une variante originale
du modele, bien plus pertinente en termes de robustesse d’une solution. Nous
terminons par I’analyse du critere du regret maximum pour constater que, dans le
cas d’incertitude sur les second membres des contraintes, la version robuste selon
ce critere est équivalente a la version robuste selon le critere du pire cas.

Dans la prochaine section, nous présentons la version robuste selon le critere
du pire cas d’un programme linéaire dans lequel I’incertitude porte sur les co-
efficients de la fonction objectif, puis d’un programme linéaire dans lequel
I’incertitude porte sur les second membres des contraintes. Dans chacun des cas,
nous introduisons le critere inverse, appelé le critere du meilleur cas, qui nous sera
utile pour établir les relations de dualité entre les différentes versions a la fin de la
section 2. Dans la section 3, nous nous focalisons sur le modele de Bertsimas et
Sim que nous présentons comme une généralisation du critere du pire cas. Apres
avoir présenté la version robuste de ce modele, nous introduisons une générali-
sation du critere du meilleur cas afin d’établir de nouvelles relations de dualité.
Nous terminons en section 4 par I’analyse du critere du regret maximum.



2 La robustesse selon le critere du pire cas

On considere le programme linéaire (P) suivant :

min cx
(P) st Az >b
x>0

comportant n variables x; et m contraintes. On suppose que () admet un en-
semble non vide de solutions et un optimum borné. Par la suite, on note v(P) la
valeur de la solution optimale de P.

2.1 Incertitude sur les coefficients de la fonction objectif

Dans le probleme (P), on suppose que I’incertitude porte sur les coefficients de la
fonction objectif avec, pour tout j = 1,...,n,¢; —¢; <¢; <¢ +¢jetc; > 0.

2.1.1 Le critere du pire cas

Appliquer le critere du pire cas revient a évaluer une solution x en retenant le
scénario qui lui sera le plus défavorable, soit :
fwor(z) = max cx
¢—c<c<c+c

Cette valeur f,,(x) constitue une garantie absolue sur la valeur de x puisque
quel que soit le scénario qui se réalisera, la valeur de = sera inférieure ou égale a
Jwor(). Cest en ce sens que f,,(x) constitue une mesure de robustesse.

Rechercher une solution optimisant le critere du pire cas lorsque I’incertitude
porte sur les coefficients de la fonction objectif, revient a résoudre le probleme

z b7 . N . P . . . , e
noté (P;;”) dans lequel il s’agit de déterminer, parmi toutes les solutions x réalis-
ables, celle qui minimise f,,,, (), soit :

v(PY) = min  max cx

Ax>b c—c<c<c+c
x>0

Or, comme = > 0, le scénario du pire cas correspond a ¢ = ¢+ ¢. Par conséquent,
obj o (= ~
v( P, = min(c+¢c)x
(P¥) = min(+2)
x>0

qui n’est autre que le programme linéaire initial dans lequel les coefficients de la
fonction objectif sont a leur plus grande valeur.
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Remarque 1 Méme si I’on ne fait pas [’hypothese des x > 0, en passant par la
dualité, on retrouve un programme linéaire pour définir le probleme du pire cas.
En effet, pour un x fixé le probleme

max cx
st c<c¢+c
—c< —(c—70)

admet une solution optimale finie dont la valeur est égale a celle du dual, a
savoir :
min (¢+c)u — (¢ —¢)l
st u—Il==x
u, L >0

On peut réexprimer le probleme du pire cas de la fagon suivante :

Ob] _ . . — AN o __/\
v(Fy') = min J%zi%x((c”)“ (€—2)l)

Ce qui est équivalent au programme linéaire :

min (¢4 ¢)u — (¢ —7¢)l

obj st Arx >0
(P y = 2
u,l >0

On notera que si I’on remplace u par son expression en fonction de x et | on

obtient :
min (¢ +¢)x + 2¢cl

obj st Ar>b
(P’ x+1>0
[>0

Dans le cas particulier on x > 0, on aura l = 0 a ’optimum et on retrouve
naturellement le scénario du pire cas.

(P3Y) est la version robuste de (P) lorsque le critére du pire cas est consid-
éré. A I’inverse du critere du pire cas, on peut s’intéresser au critere du meilleur
cas qui, s’il s’avere peu pertinent en terme de robustesse d’une solution, permet
cependant de déterminer la meilleure solution atteignable, et donc, de mesurer la
"distance" entre le pire et le meilleur cas.



2.1.2 Le critere du meilleur cas

Appliquer le critere du meilleur cas revient a évaluer une solution x en retenant le
scénario qui lui sera le plus favorable, soit :

r)= min cx

oes() t—t<c<tHe

Rechercher une solution optimisant le critere du meilleur cas lorsque I’incertitude
porte sur les coefficients de la fonction objectif, revient a résoudre le probleme
noté (Pgbj ) dans lequel il s’agit de déterminer, parmi toutes les solutions x réalis-
ables celle qui minimise fyes(z), soit :

bi . .
v(Pg?) =min min cx

Azx>b c—c<c<c+c

x>0
Or, comme = > 0, le scénario du meilleur cas correspond a ¢ = ¢ — ¢. Par
conséquent,

bi PPN
v(Pg”) = min(¢ — ¢)x

Ax>b
x>0

qui n’est autre que le programme linéaire initial dans lequel les coefficients de la
fonction objectif sont a leur plus petite valeur.

Remarque 2 Si [’on ne fait pas I’hypothese des x > 0, le probleme du meilleur
cas revient au probleme quadratique ci-dessous :

min cx
obj st Ax >0
(P5”) c<e4?
—c< —(c—70)

On peut montrer que le probleme (P;bj ) est NP-difficile en utilisant le résultat
d’Averback et Lebedev dans [1] qui établit que le probleme ci-dessous est NP-
difficile pour un z donné :

max (cz — cy)

st Ay >a
(R) c<c+c
—c< —(c—70)



En effet, si on pose x = y — 2, le probleme R s’écrit :

max —cx
st Ax >a— Az
(R) c<¢+c
—c< —(¢—70)
Pour un z fixé, si onpose b = a— Az, onav(Py?) = —v(R) et les deux problemes

présentent la méme complexité.

2.2 Incertitude sur les second membres des contraintes

Dans le probleme (P), on suppose que ’incertitude porte maintenant sur les sec-
ond @embres des contraintes, soit, pour touts = 1,... m, b, —b; < b; < b; + b;
avec b; > 0.

2.2.1 Le critere du pire cas

L’incertitude porte maintenant sur la réalisabilit¢é méme d’une solution. Un scé-
nario b est défavorable a une solution = lorsque x n’appartient pas a ’ensemble
des solutions réalisables défini par : X* = {x € R" : Az > b,z > 0}. Aussi,
pour une solution x donnée, deux cas de figure sont a considérer :

e soit x est réalisable pour tous les scénarios, autrement dit pour toutes les
valeurs possibles de b et dans ce cas, f,o-(z) = cx indépendament de la
valeur de b,

e soit il existe au moins une valeur de b pour laquelle x n’est pas réalisable et,
dans ce cas, fyor(7) = +00.

Comme on cherche a minimiser f,,-(z), les solutions qui ont pour évaluation
+00 ne pourront étre optimales, et la solution optimale se trouve donc parmi
celles qui sont réalisables sur tous les scénarios. Compte tenu de la forme
des contraintes, l’ensgmble des solutions réalisables sur tous les scénarios est
{v > 0: Ax > b+ b}. Par conséquent, rechercher une solution optimisant le
critere du pire cas lorsque I’incertitude porte sur les second membres des con-
traintes, revient a résoudre le programme linéaire, noté (P&ﬁs), suivant :

min cx
(Prhe) st Az >b+0b
x>0



Exemple 1 Considérons le programme linéaire suivant :

min 4z + x
s.t xr| + 21’2 Z bl
Ty — Ty > by
x1 20,29 >0

(P)

avec lincertitude portant sur les second membres des contraintes : by € [1, 5] qui
correspond a by = 3 et by = 2, et by € [—2, 4] qui correspond a by = 1 et by = 3.
En utilisant le critére du pire cas, la version robuste du probleme (P) est donc :

min 41’1 + X2
st x1+2x9>5

rhs
(PW ) T1 — To Z 4
r1 20,2020
qui admet comme solution optimale : x) = 13/3 et zY = 1/3 de valeur

v(Pir®) = 53/3 = 17,667. Nous remarquons, sur la figure 1, que cette solu-
tion est réalisable quel que soit le scénario (b1, by) se réalisant. Par contre, elle
a un coiit important, puisque la valeur de la solution vV = 5/3 et 2 = 2/3
du probléme nominal (dans lequel by = by et by = by) est de 22 /3, alors que la
solution robuste au sens du critére du pire cas, a pour valeur 53 /3.

La solution optimale de (P;;**) est jugée robuste dans le sens ou elle est réal-
isable quel que soit le scénario pouvant se réaliser. En contrepartie, elle risque
d’étre beaucoup plus mauvaise que la meilleure solution atteignable (sur au moins
un scénario). Et afin de mesurer cette détérioration, on peut utiliser le critere du
meilleur cas.

2.2.2 Le critere du meilleur cas

Cette fois, pour toute solution x réalisable sur au moins un scénario b dans [b —
b, b + b], sa meilleure valeur sera cx car :

Jres(2) = min(cx, +00) = cx

Il faut donc chercher la solution optimale sur I"'union des ensembles de solutions
réalisables définie par : {x > 0 : Ax > b — b}. Par conséquent, le probleme du



Figure 1: Les différents scénarios

meilleur cas avec incertitude sur les second membres des contraintes, noté (P5*),
est le programme linéaire :

min cx
(Prhe) st Ar>b—1b
z >0

Exemple 2 Reprenons le programme linéaire de ’exemple 1. Si I’on applique le
critere du meilleur cas, le probleme a résoudre est :

min 4z + 2

st T +2x9>1
T1— Tg > —2
T ZO,$2 ZO

(P5™)

qui admet comme solution optimale : 8 = 0 et 28 = 1/2 de valeur v(Py*) =
1/2. Cette valeur est la meilleure valeur atteignable considérant I’ensemble des
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scénarios pouvant se réaliser. Ainsi, la valeur de toute solution optimale est com-
prise dans Uintervalle [1/2,53/3].

Lorsque I'incertitude porte sur les second membres, il semble naturel de passer
au probleme dual pour retrouver I’incertitude sur les coefficients de la fonction
objectif et les problemes de robustesse associés. C’est ce que nous nous attachons
a faire dans la section suivante.

2.3 Relations de dualité

Partant du probleme (P) initial avec incertitude sur les second membres des con-
traintes, son dual, noté (D), est :

max by
(D) st Aly <
y=>0

Dans (D) I'incertitude porte donc sur les coefficients de la fonction objectif, et si
I’on applique le criteére du pire cas on doit résoudre le probleme :

bj . 7t 7
v(Dy?) = max min by = max (b —b')y
Aty<ct p—b<b<b+d Aty<ct
y=0 T y>0
Afin d’interpréter cette valeur sur le probleme de départ, écrivons le dual du
dernier programme linéaire :

objy _
v(Dy/) = min cz
Ax>b—b
x>0

Or, on ne retrouve pas (P5**) comme attendu mais (P5*). En conséquence, op-
timiser selon le critere du pire cas un programme linéaire dans lequel les incer-
titudes portent sur les second membres ne revient pas a optimiser selon le méme
critere son programme dual dans lequel I’incertitude porte sur les coefficients de
la fonction objectif. Plus exactement, on a "dualisé€" le critere : du pire cas vers le
meilleur cas. On doit donc appliquer le critere "dual” sur le probleme dual. De ce
qui précede, nous en déduisons les relations suivantes :

v(PE*) = v(DyY) < v(D) = v(P)
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De la méme fagon, appliquer le critere du meilleur cas sur (D) revient a appliquer
le critere du pire cas sur (P), soit :

b —t ,
v(D%’) = max max by = max (b +b)y= min_cr = v(Py)
Aty<ct p—b<b<b+b Aty<ct Az>b+D
y=0 y=>0 >0

On a donc, cette fois :
v(D) = v(P) < v(Py*) = v(DF’)

En conclusion, si I’on souhaite transférer la prise en compte de I’incertitude
des second membres vers la fonction objectif (ou inversement), on se doit
d’appliquer le critere "dual" sur le programme linéaire dual.

Plus récemment, Bertsimas et Sim ont proposé un modele de robustesse qui
reste polynomial tout en fournissant des solutions plus nuancées en terme de ro-
bustesse : ces solutions ne sont pas évaluées au regard du pire scénario dont les
auteurs considerent qu’il a treés peu de chance de se réaliser. Ce nouveau modele
peut s’interpréter comme une généralisation du pire cas et, dans la section suiv-
ante, nous nous attachons a généraliser les relations de dualité établies précédem-
ment.

3 La robustesse selon Bertsimas et Sim

3.1 L’approche de Bertsimas et Sim pour les coefficients de la
fonction objectif

Dans le probleme (P) ci-dessous, on suppose que I’incertitude porte sur les coef-

ficients de la fonction objectif, soit pour tout j = 1,...,n,¢; —¢; < ¢; < ¢; +¢j,
avec ¢; > 0.
min cx
(P) st Ax >
x>0
Bertsimas et Sim dans [4] considerent que, pour tout j = 1, ..., n, ¢; constitue une

valeur nominale dont on risque de s’éloigner du fait des incertitudes. Considérer
le critere du pire cas revient a décider dans un contexte ol tous les parametres vont
simultanément dévier vers leur pire valeur. L’approche de Bertsimas et Sim part
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du principe que les parametres ne devraient pas tous dévier simultanément dans
le mauvais sens : seul un sous-ensemble de parametres, de cardinalité maximale
['y (avec I'y < n), risque d’€tre modifié dans le pire des cas (sans que ce sous-
ensemble ne soit fixé a priori). Leur approche peut donc s’interpréter comme
une généralisation du critere du pire cas (que 1’on retrouve lorsque I'y = n).
Dans la version robuste selon Bertsimas et Sim, il s’agit de déterminer le sous-
ensemble de parametres dont la perturbation déteriorera le plus la valeur d’une
solution. Pour le probleme (P) considéré, cela revient a calculer la plus forte
augmentation de la valeur d’une solution sachant qu’au plus I'( coefficients de la
fonction objectif vont dévier de leur valeur nominale ¢. On représente la déviation
de ¢; en introduisant une variable z; définie par ¢; = ¢; + z;¢; avec —1 < z; <
1. Selon Bertsimas et Sim, la version robuste du programme linéaire (P), notée
(P3Y,), se définit comme suit :

. | N

v(Py) =min | ez + _ max 20z
Az>b ;-L:1 |z;|<To
z20 “1<z;<1

ol z = (2;)i=1,.n est un vecteur ligne et C est une matrice diagonale dont les
termes diagonaux sont les ¢;. Pour un z > 0 fixé, une déviation qui détériore la
fonction objectif est telle que z; > 0 et par conséquent, nous pouvons réécrire le
probleme de la facon suivante :

v(PYL) =min | ez + max 20z
Az>b E;L:I z;<I'g
z20 0<z;<1
Pour un z fixé, I’ensemble des solutions réalisables sur les variables z étant borné
et non vide, d’apres la théorie de la dualité, nous obtenons :

n
bj . ,
v(Py/s) = min | ¢z + min CoX + E 1
Ax>b )\—i-;,LjZ/C\jCIZj,Vj:L...,n "
220 At >0 =1

ce qui est équivalent au programme linéaire suivant :

min  ¢x + ToA + 377 1y

‘ st Ax>b
(PVe) Aty 2Gap¥i=1.n
x>0
A =0
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La solution optimale de (POb] ) est robuste au sens de Bertsimas et Sim dans la
mesure ou, méme si au plus [’ coefficients de la fonction objectif dévient de leur
valeur nominal (et atteignent leur plus grande valeur),la valeur de cette solution
sera nécessairement inférieure ou égale 2 v(P5%,) : en ce sens, v(P,) offre une

garantie absolue pour un budget I'j fixé. De plus, nous avons la relation suivante :
0(Pe(To)) < o(Pg(Do + 1)

L’approche préconisée par Bertsimas et Sim consiste a se prémunir contre une
détérioration éventuelle des parametres, et donc, a nuancer et généraliser le critere
du pire cas. Si I’on souhaite cette fois généraliser le meilleur cas dans le méme
esprit, on arrive au probléeme noté (Pg) suivant :

b | .
v(Ppd) =min | ¢z — max zCx
Axz>b Z?:l z;<Io
x>0 0<z;<1

Ce qui est équivalent au programme quadratique suivant :

min cxr — z@x
st Ax >0
obj n
(Ppd) > =12 < To
z>0

On remarque que si I'y = n, toutes les variables z; valent 1 a I’optimum car x > 0
et on retrouve le probleme du meilleur cas (P]_‘;bj ) facile a résoudre car linéaire.
Par contre, pour un I'y €]0,n[ quelconque le probleme devient difficile car il
revient 2 minimiser une fonction quadratique concave.

Globalement, nous pouvons distinguer 3 cas :

e ['y = 0 correspond a une situation ou on s’interdit la prise en compte de
I’incertitude, les coefficients des variables sont donc chacun a leur valeur
nominale et de facon évidente v(P,) = v(P32),

e Iy = n, comme on I’a vu précédemment v(P%,) = v(P3) et v(Py2) =
obj
v(Pg?),

e 0 < Ty < n et alors nous avons v(P57) < v(PS4) < v(P3A,) < v(PIY).
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3.2 L’approche de Bertsimas et Sim pour les second membres
des contraintes

Dans le probleme (P), on suppose maintenant que I’incertitude porte sur les sec-
ond membres des contraintes, soit b — b <b<b+ b. Pour toute valeur de b, on
suppose que le programme linéaire P admet un optimum borné.

Pour modé€liser I'incertitude, on introduit les variables z; pour chaque con-
trainte, de la facon suivante : b; = b; + z;b; avec —1 < z; < 1. On représente
alors I’ensemble des déviations z = (2;);=1,. ., par un vecteur colonne de di-
mension m. Une application directe, du modele de Bertsimas et Sim, conduit a
introduire un parametre I'; € [0, 1] par contrainte, et & rechercher la pire solution
dans ces budgets d’incertitude. Compte tenu de la forme des contraintes, le pire
cas se réalise lorsqu’on augmente le second membre de chaque contrainte, ¢’est-
a-dire pour z; = I';. La version robuste du programme linéaire (P) est donc le
programme linéaire ( Py.,) suivant :

min cx
(Poer) st Arx>b+Tb
x>0

On retrouve bien le critere du pire cas lorsque ['; = 1 pour toutes les contraintes
1 et on garde bien la polynomialité du probleme initial. Par contre, en terme de
robustesse le modele est moins intéressant puisqu’il conduit a décider sur la base
d’un scénario unique totalement induit par le vecteur I'.

Puisque le modele de Bertsimas et Sim permet de gérer I’incertitude portant
sur les coefficients de la fonction objectif, mais semble moins pertinent pour gérer
I’incertitude sur les second membres des contraintes, on peut donc naturellement
travailler sur le dual pour se ramener au cas ol I’incertitude porte sur les coeffi-
cients de la fonction objectif. Nous rappelons que le dual (D) s’écrit :

max bly
(D) st Aly <
y=>0
Comme préconisé dans la section précédente, le critere a appliquer sur le pro-
gramme dual est celui du meilleur cas généralisé dans lequel I' est un parametre

qui délimite le budget d’incertitude autorisé sur les coefficients de la fonction ob-
jectif du programme dual. Pour un probleme de maximisation, la version duale
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devient (D%Y) :

b - ~
v(D3%) = max |by+ max 2'By
Aly<ct >ty zi<To
y>0 0<z<1

ou B est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont b;. Ce dernier
probleme est équivalent a :

max l_)ty + 2By

' st Aly <
(D%bé‘) Zzl Zi S F0
0<z <1 Vi=1,...m
y=>0

On peut alors décomposer (Dg’é) différemment et I’écrire comme suit.

_t A~
max  1max <b Y+ ztBy>
Y, 2i<To Aty<ct

0<z;<1 y=0

Pour une valeur de z fixée, notons (D) le programme linéaire :

max Ety + 2'By
(D.) st Aly <
y=>0

Le dual de (D,), noté (P,), correspond au probleme (P) initial défini pour le
scénario induit par z :

min cx
(P,) st Ar>b+ 2B
z >0

Par hypothese (P;) admet un optimum fini et, de part le théoréme fort de la dualité,
on peut remplacer v(D.) par v(P,). (D%,) devient alors :

.
v(Dpg) = . v(P.)
0<2;<1

Le fait de travailler sur le dual et d’appliquer le critere du meilleur cas général-
isé ne nous ramene pas a une application directe de Bertsimas et Sim mais nous
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a permis d’étendre la notion de budget d’incertitude. Ceci revient a introduire
un budget d’incertitude global I'y portant sur I’ensemble des second membres et
a chercher la valeur du pire optimum dans ce budget. Ce nouveau probleme a
davantage de signification en terme de robustesse et généralise bien le critere du
pire cas ainsi que le probleme associé a savoir (Pj?*). En effet, si [y = m, la
valeur optimale de z; vaut 1 pour tout ¢ = 1,...,m et on retrouve exactement
le probleme (Pj?*). Par contre, cette version robuste ne préserve pas la linéarité
du probléeme de départ, et, le probléme a résoudre, noté (PjL), est difficile. Ce
probleéme revient a déterminer le pire optimum du probleme (P) sachant que ’on
autorise au plus 'y contraintes a dévier de leur valeur nominale (en étant plus
restreintes). On constate donc la relation suivante :

v(PYE) = v(DEg)-

Exemple 3 Reprenons le programme linéaire de I’exemple 1 et considérons trois
valeurs pour Iy :

e ['y = 2 : on autorise alors la restriction des 2 contraintes de (P) et I'on
obtient (Pi*), de valeur 53/3 ;

o ['y = 0: onn’autorise aucune déviation sur les contraintes ce qui revient a
résoudre le probléeme nominal de valeur 22/3 ;

e ['y = 1 : on autorise la restriction d’une partie des 2 contraintes de (P) :
soit une des deux, soit une fraction de la premiere et une fraction de la
seconde. La version du pire cas généralisé détermine ce qui peut arriver de
pire sous cette hypothese.

Pour résoudre (P3) avec Ty = 1, il faut donc résoudre le programme suivant :

v(Piis) = max min (41 + x9)
21+22<1 x14+222>3422
2120,202>20 x1—2x2>14329
120,220
Pour résoudre ce probleme, nous passons a sa version duale qui consiste a opti-

miser :
max  3y; + Y2 + 2y121 + 3Y222

' s.t y1+y2§4
(D%bé) 20 —y2 < 1
21+ 22 <1
y1 2 0,y2 20,21 20,20 >0
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qui admet comme solution optimale : y; = 0, yo = 4, 21 = 0 et 29 = 1 de valeur
v(D%L) = v(Pyk) = 16. Dans le primal, cela correspond a la solution 3¢ = 4
et 13'¢ = 0. Cette valeur représente le pire qui puisse arriver pour le probleme

(P) initial si I’on envisage au plus "I’équivalent” de 1 contrainte plus restreinte.

Du reste, de fagcon symétrique, le probleme robuste (P;fjc) avec incertitude sur
les coefficients de la fonction objectif étant un programme linéaire présenté dans
en section 3.1, on peut écrire directement son dual et on obtient :

max by
st Yy il — Gz < G
> 1% <Ly
2z <1,Vj=1,...,n
Yi,zj = 0

qui n’est autre que le probleme du meilleur cas sur le dual avec incertitude sur les
second membres des contraintes pour un budget I', fixé qui correspond cette fois
au nombre maximum de contraintes que 1’on s’autorise a relacher. On a donc la

relation : v(P,) = v(Dys).

Exemple 4 Reprenons le programme linéaire de I’exemple 1 et considérons 3
valeurs possibles pour I :

e ['y = 2 : on s’autorise a reldcher les 2 contraintes de (P) et on obtient
alors (P5*), de valeur 1/2 ;

o ['y = 0 aucune déviation n’est permise sur les contraintes ce qui revient a
considérer le probleme nominal de valeur 22/3 ;

e ['y = 1 : on reldche une partie des 2 contraintes de (P) : soit une des
deux, soit une fraction de la premiere et une fraction de la seconde et on
détermine la meilleure solution sous cette hypothese.

Pour résoudre (PY%) avec Ty = 1, il faut donc résoudre le programme :

min 4z, + 9
st i 4+ax9>3—22
(ng) 1 — T2 Z 1—32’2
21+ 2 <1
21 20,29 > 0,21 > 0,20 >0
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qui admet comme solution optimale : xB¢ = 0, 8¢ = 5/4, 2% = 1/4 et
B¢ = 3/4 de valeur v(PLY) = 5/4. Cette valeur représente le mieux qui puisse
arriver pour le probléeme (P) initial si I’on s’autorise au plus "I’équivalent” de
1 contrainte reldchée. Nous voyons dans ce cas, que les variables z; ne sont pas
nécessairement binaires.

En conclusion, il existe des relations de dualité forte entre les versions ro-

bustes de (P) et (D) si on prend soin de dualiser le critére de robustesse : pire cas
(généralisé) versus meilleur cas (généralisé).
Pour mesurer la robustesse d’une solution, le critere du regret maximum est
lui aussi largement utilisé. Beaucoup de résultats ont déja été obtenus lorsque
I’incertitude porte sur les coefficients de la fonction objectif. Apres les avoir rap-
pelé, nous étudions le cas spécifique des incertitudes sur les second membres des
contraintes.

4 La robustesse selon le critére du regret

4.1 Incertitude sur les coefficients de la fonction objectif

Dans le probleme (P), on suppose que I’incertitude porte sur les coefficients de
la fonction objectif, soit ¢ — ¢ < ¢ < ¢+ ¢, avec ¢ > 0.

Pour une solution x et un scénario ¢, le regret, noté reg(z, c), se définit comme
la différence entre la valeur de la solution x pour le scénario c et la valeur de la
solution optimale pour le scénario c :

reg(z,c) = cx — min cy
y=0

Il s’agit ici de mesurer le manque a gagner d’avoir fait le choix de x pour le
scénario c.

Evaluer une solution z selon le critere du regret consiste, a évaluer x selon le plus
grand regret qu’elle puisse engendrer, a savoir :

freg(x) =  max cx—mincy | = max c(x —y)
c—c<c<c+c Ay>b ¢—c<c<c+c
y=0 Ay=>b
y=20
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Averback et Lebedev ont montré dans [1] que le probleme de calculer freg(x)
pour une solution x fixée est NP-difficile.

Selon le critére du regret maximum, la version robuste de (P) consiste a ré-
R bjY
soudre le probleme (Pp”) ci-dessous :
obj .
v(Pr’) = min max c(x—
(Pr") Ax>be—c<c<e+e (x=v)

x>0 Ay>b
y=20

Dans [6], Inuiguchi et sakawa montrent que, pour la résolution de (Pgbj ), il
n’est pas nécessaire de considérer tout I’intervalle de variation possible sur les c,
mais il suffit de considérer uniquement les valeurs extrémes de ’intervalle. Un
scénario (cq,...,c,) estextréme siVj = 1,...n,onac; = ¢ ouc; = ¢;- On
note S ’ensemble des 2" scénarios extrémes. Ainsi, on a :

o(PRY) = min max c(z — y)
x>0 Ay>b
y=0
Or, pour un scénario c il est facile de calculer la solution optimale notée y¢ corre-
spondante. Il est alors possible de linéariser (Pfébj ) en introduisant une nouvelle
variable, que nous noterons 7, et autant de contraintes qu’il n’y a de scénarios
extrémes. Nous obtenons alors :

min r
obj st r>clx—y°) VeeS
o(PY) = o)
x>0

Exemple 5 Reprenons le probleme de I’exemplel, et examinons son dual dans
lequel lincertitude porte sur les coefficients de la fonction objectif. Dans ce cas,
sous le critere du regret maximum, la version robuste du dual devient :
bj .
v(D’)= min  max (by(t; —y1) + ba(ta —
(D) yitp<d 1<6,<5 (brltr = 91) +boltz = 1))
2y1—y2<1 —2<bho<4
y120,y2>0 t1+t2<4

2t1—t2<1
t12>0,t2>0

Considérons ’ensemble des scénarios extrémes :
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e Pour b = (1,—2) la solution optimale du dual est (1/2,0) de valeur 1/2.
Toute solution (y1,y2) va donc induire un regret de 1/2 — y; + 2y, pour ce
scénario extréme.

e Pour b = (1,4) la solution optimale du dual est (0,4) de valeur 16. Toute
solution (y1,y2) va donc induire un regret de 16 — y; — 4ys pour ce scénario
extréme.

e Pour b = (5,—2) la solution optimale du dual est (5/3,7/3) de valeur
11/3. Toute solution (y1, y2) va donc induire un regret de 11/3 — 5y; + 2y
pour ce scénario extréme.

e Pour b = (5,4) la solution optimale du dual est (5/3,7/3) de valeur 53/3.
Toute solution (y1,y2) va donc induire un regret de 53/3 — 5y, — 4ys pour
ce scénario extréme.

Le regret maximum, représenté par la variable r devra donc étre plus grand que
chacun de ces regrets, et par conséquent :

( min r

st r>1/2—1y + 2y
r>16 —y; — 4y
r > 11/3 — 5y; + 2ys

obj
(D) < r > 53/3 — 5y — dys
y1+y2 <4
21 —y2 < 1
y1 20,70 >0

La solution optimale de ce probleme est y, = 17/12, yo = 31/12 et r = 17/4. Or,
si ’on se place dans l’espace des solutions réalisables du dual, on constate que
cette solution ne correspond pas a un sommet, mais est un point intérieur.

4.2 Incertitude sur les second membres des contraintes

Dans le probleme (P), on suppose que I’incertitude porte sur les second membres
des contraintes, soitb — b < b < b+ b, avec b > 0.
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Pour calculer le regret d’une solution x pour un scénario b, il faut considérer 2
cas :

e v € X alors reg(z,b) = cx — mina,>p cy,
y=>0

o v ¢ X alors reg(z,b) = +00

Si on considere une solution = qui n’est pas réalisable sur tous les scénarios, alors

freg(x) = max reg(x,b) = 4o0. Tout comme dans le critere du pire cas, la
b—b<b<b+b

solution qui minimise f,.,() se trouve nécessairement parmi les solutions réalis-

ables sur tous les scénarios : elle appartient donc a X°*°. Dans ce cas, Vo € Xb*°

nous aurons :

freg(:p) = max |cr— £n1>1}) cy | =cxr — £n1>1}) CYy =cr— min_cy
b—b<b<b+b y= _ Ay=b Ay>b—b
y>0 b—b<b<b+b y>0
y>0

Le probleme, noté (P5**), de déterminer la solution qui minimise f,..,(x) sera
donc tel que :

o) = min fre(a)
xe

= min |cr— min cy

zeXb+d Ay>b—b
y=>0
= min _cr — min cy
Az>b+b Ay>b—b
>0 y>0

= (P — o(PR)

En conséquence, la solution optimale selon le critere du regret maximum corre-
spond exactement a la solution optimale selon le critere du pire cas. Les prob-
lemes (Pj?*) et (P4*) étant des programmes linéaires, le probleme (Pr) est
d’une complexité similaire a celle de (P). Aussi, (P5*) est un probleme facile
car équivalent & v( P5?*) alors que, dans le cas d’incertitude sur les coefficients de
la fonction objectif, (P}%bj ) est NP- difficile mais porte un autre point de vue sur la
robustesse que celui du critere du pire cas. De plus, les solutions optimales (P}‘;bj )
pouvant étre des solutions intérieures au polyedre, le "transfert" de I’incertitude
des coefficients de la fonction objectif vers les second membres des contraintes
du probleme dual ne peut Etre exploité.
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Exemple 6 Dans la solution optimale de (D;bj ), on trouve vy, variable duale
associée a la premiere contrainte de ( P), strictement positive et ys, variable duale
associée a la seconde contrainte de (P), strictement positive, ce qui implique,
d’apres les relations d’exclusion : x1 + 2xo = by et 1 — x9 = by. Par ailleurs, le
regret maximum, de valeur 17 /4, provient soit de b = (1, —2), soit de b = (1, 4).
Considérons le premier scénario extréme pour (P), la solution satisfaisant les
relations d’exclusion a pour coordonnées (—1,1). Si on considére maintenant le
second scénario extréme, la solution satisfaisant les relations d’exclusion a pour
coordonnées (3, —1). Aucune de ces solutions n’est réalisable pour (P).

5 Conclusion

Nous considérons des programmes linéaires dont certains coefficients sont
entachés d’incertitude et d’indétermination. La valeur d’un coefficient incertain
est approximée par un intervalle de valeurs plausibles. Un certain nombre de
résultats a déja été obtenu lorsque les coefficients incertains sont ceux de la
fonction objectif. Les programmes linéaires dans lequels I’incertitude porte
uniquement sur les second membres des contraintes n’a pas donné lieu (ou tres
peu) a des études spécifiques. Les travaux de Bertsimas et Sim ne s’appliquent
pas de facon intéressante a ce cas particulier.

Nous montrons dans ce papier de quelle fagon il est possible de transférer
I’incertitude des second membres des contraintes vers les coefficients de la
fonction objectif a 1’aide de nouvelles relations de dualité. Nous proposons
également une extension du modele de Bertsimas et Sim au cas particulier
d’incertitude sur les second membres uniquement et établissons des relations de
dualité similaires. Par ailleurs, nous établissons dans ce méme cas que la version
robuste selon le critere du regret maximum est équivalente a la version robuste
selon le critere du pire cas.

Nous montrons ainsi que :

e optimiser la version robuste selon le critere du pire cas (généralisé¢) d’un
programme linéaire avec coefficients incertains dans la fonction objectif re-
vient a déterminer 1’optimum selon le critere du meilleur cas (généralisé)
du programme linéaire dual (avec second membres incertains),

e optimiser la version robuste selon le critere du pire cas (généralisé¢) d’un
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programme linéaire avec second membres incertains revient a déterminer
I’optimum selon le critere du meilleur cas (généralisé) du programme
linéaire dual (avec coefficients incertains dans la fonction objectif).

Le tableau ci-dessous synthétise nos résultats :

Version robuste | (P37 | (Pyre) | (PYL) | (Pyls,)
Version duale | (Dh*) (Djogbj) (D) (D%’bé‘)

Dans ce tableau, tous les problemes sont des programmes linéaires a
I’exception de ceux de la derniere colonne, qui sont des programmes quadratiques
difficiles a résoudre. Leurs résolutions exacte et approchée méritent toute notre
attention puisque que ces versions nuancent utilement les versions robustes (plus
simples) selon le critere du pire cas.
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